A题 不确定性条件下的最优路径问题

目前，交通拥挤和事故正越来越严重的困扰着城市交通。随着我国交通运输事业的迅速发展，交通“拥塞”已经成为很多城市的“痼疾”。在复杂的交通环境下，如何寻找一条可靠、快速、安全的最优路径，已经成为所有驾驶员的共识。

传统的最优路径问题的研究大多数是基于“理想”的交通状况下分析的，即：假设每条路段上的行驶时间是确定的。在这种情况下，最优路径就是行驶时间最短的路径，可以用经典的最短路径算法来搜索(例如Dijkstra 最短路径算法)。目前的车辆路径导航系统也大都是基于这种理想的状况下的最优路径算法，寻找行驶时间最短的路径。事实上，由于在现实生活中，会受到很多不确定性因素的影响，例如：交通事故、恶劣天气、突发事件等，车辆的行驶时间存在着不确定性。

第一问：如图1所示的交通网络，起点：中国矿业大学，终点：徐州火车站。假设车辆的行驶时间是随机变量。如果走绕城快速路，平均33分钟到达，虽然路程远，但是很少发生堵车，所以行驶时间的波动很小，标准差只有1分钟；如果走市区道路，平均30分钟到达，虽然路程近，但是市区经常发生堵车，所以行驶时间的波动很大，标准差高达15分钟。如果用传统的最优路径算法，应该选市区道路，因为平均时间短。在现实中，为了准时到达目的地，驾驶员通常会选择路程稍远的绕城快速路。
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图1. 示例交通网络

对于一般的交通网络，假设已知每条路段行驶时间的均值和标准差，请建立数学模型，定量的分析车辆行驶时间的不确定性，然后给出在不确定性条件下车辆从起点到终点的最优路径的定义和数学表达式，将此模型应用到图1的例子中会选择哪条道路。提示：(1) 传统的最优路径可以看成是平均行驶时间最短的路径，本题中的最优路径不仅要考虑平均行驶时间，而且还要考虑不确定性条件下车辆准时到达终点的可靠性等因素; (2) 假设车辆在每条路段上的行驶时间是随机变量，这里的“路段”相当于网络图中的“边”。

第二问：根据第一问的定义，假设已知每条路段行驶时间的均值和标准差，设计算法搜索最优路径，并将该算法应用到具体的交通网络中，用计算结果验证算法的有效性。如果可能的话，从理论上分析算法的收敛性、复杂性等性质。

第三问：在现实的交通网络中，某个路段发生了交通拥堵，对上游或者下游路段的交通状况有很大的影响，从而导致了交通路段之间的行驶时间有一定的相关性，这种相关性情况很复杂，其中一个典型的例子如下：下游路段发生交通拥堵使车辆减速或者排队，导致上游路段发生拥堵。请建立数学模型描述这种交通路段之间行驶时间的相关性，并将这种相关性应用到第一问和第二问的最优路径搜索问题中，并设计算法解决考虑相关性的最优路径搜索问题，给出算例验证算法的有效性。如果可能的话，从理论上分析算法的收敛性、复杂性等性质。提示：这里的相关性，可以从空间和时间的两个方面考虑。空间相关性：同一个时间段(例如7:00-8:00之间)，路段a和路段b的相关性。时间相关性：对于路段a，不同时间段的相关性，例如7:00-8:00和8:00-9:00之间的相关性。当然，也可以两种相关性同时考虑。

第四问：从不确定性条件下交通网络的实际情况出发，在合理假设下，进一步完善前三问的数学模型和相关算法。或者，提出一种或多种与前三问不同的最优路径的定义方法，建立相关的数学模型并设计算法，应用数值算例验证算法的有效性。如果可能的话，从理论上分析算法的收敛性、复杂性等性质。

说明：本题中的所涉及的算例最好能采用真实的交通网络数据，也可以使用自己假设的数据，交通网络的规模越大越好。
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